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ESTUDO DE UM MODELO DE DIFERENCAS FINITAS PARA O
FENOMENO DE EROSAO EM MEIOS POROSOS

Christiane Barbara Sant’Ana *; Julio César Santos Nascimento 2; Paulo Gustavo Cavalcante Lins 3

Resumo — Um modelo de erosdo em meios porosos é discutido. O modelo foi proposto
originalmente para estudo do processo de producdo de areia em pocos de petroleo. Este modelo
considera a ocorréncia de uma equacéo de balanco de massa e uma lei de evolucéo da porosidade.
O sistema de equagBes governantes é discretizado usando o método de diferengas finitas,
considerando os esquemas explicito e upwind de primeira ordem para discretizacdo temporal e
espacial, respectivamente. As equacdes de diferencas finitas foram implementadas em um codigo
em MATLAB. O modelo pode ser solucionado utilizando condi¢des de contorno de Newmann, que
representa uma condi¢ao de “piping” (erosao interna) ou com condigdes de contorno de Dirichlet,
gue representa uma condi¢do de erosao superficial. As simula¢cdes com condigdo de contorno de
erosdao superficial se mostraram coerentes com os resultados da literatura. As simulagdes com
condicbes de contorno de “piping” apresentam resultados com um aumento catastréfico da
porosidade apds um tempo critico. Um modelo com condi¢des de contorno de “piping” foi utilizado
para realizar uma retro analise da ruptura da barragem de Teton. Os resultados da retro analise se
mostraram consistentes com as hip6teses adotadas.

Abstract — A model of erosion in porous media is discussed. The model was originally proposed to
study the sand production process in oil wells. This model considers the occurrence of a mass
balance equation and a porosity evolution law. The system of governing equations is discretized by
applying the finite difference method, considering the explicit and upwind schemes for temporal and
spatial discretization, respectively. The finite difference equations were implemented in a MATLAB
code. The model can be solved using Newmann boundary conditions, which represent a “piping”
condition (internal erosion) or with Dirichlet boundary conditions, which represent a superficial
erosion condition. The simulations with surface erosion boundary condition were consistent with the
available in the literature. Simulations with piping boundary conditions show results with a
catastrophic increase in porosity after a critical time. A model with piping boundary conditions was
used to perform a back analysis of the rupture of the Teton dam. The results of the back analysis
were consistent with the hypotheses adopted.
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1. INTRODUGAO

O fendbmeno de erosdo em meios porosos é uma questao importante para varios problemas
de Engenharia. Na engenharia de petroleo esta relacionado com o processo de “producao de areia”
nos poc¢os de producdo. Na engenharia de barragens estd associado ao fendmeno de “piping”
(eroséo interna) no corpo ou na fundacéo de barragens de terra.

O objetivo geral do trabalho € estudar um modelo matematico unidimensional de producéo de
areia por meio da implementacédo de uma solugdo numérica usando o método de diferencas finitas,
considerando os esquemas explicito e upwind de primeira ordem para discretizacao temporal e
espacial, respectivamente. O objetivo especifico do trabalho é aplicar o0 modelo proposto para
realizar uma retro analise da ruptura por “piping” da Barragem de Teton. Na secédo 5 é feita uma
contextualizacdo do acidente da referida barragem.

2. MODELO ESTUDADO

No presente trabalho é estudado o modelo de Vardoulakis et al. (1996), para o problema de
producdo de areia em pogos de petroleo. Vardoulakis et al. (1996) examinam o aspecto hidro-
mecanico do problema de producéo de areia e estabelece as bases do modelo matemético; o meio
poroso considerado é constituido de trés fases: soélida (s), fluida (ff) e as particulas sélidas
fluidificadas (fs), conforme ilustrado na Figura 1. A seguir sera apresentada a formulacdo
matematica do modelo assumindo meio poroso unidimensional, solido, fluido e particula fluidificada
incompressiveis.

FF I

dv,
ooz ||
() e

Figura 1. Diagrama de fases para um meio poroso saturado com fluido e particulas fluidizadas (Vardoulakis
et al., 1996).

Sendo c a concentracao de particulas fluidificadas, pr a massa especifica do fluido, ps a massa
especifica dos solidos, a massa especifica da mistura € dada por:

p=0—-c)prtcps 6y

Sendo ¢ a porosidade, t 0 tempo, x a posicao e q a vazdo, a equagao de balanco de massa é
dada por:

o(cp) _ oc 29
at 6x+6t @)
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A lei de evolugéo da porosidade € dada por:

_21-(1-¢)cq 3)

at

O coeficiente A possui dimensé&o de inverso do comprimento [L™] e necessita ser determinado
experimentalmente ou por retro andlises. O coeficiente A esta provavelmente relacionado com a
frequéncia dos pontos de inicio da erosao potencial no esqueleto sélido do meio poroso.

Para solucédo do sistema de equacdes (2) e (3) sdo introduzidas transformacdes para as
variaveis de posicéo e tempo adimensionais:

0 d
X—/lxﬁa—/la (4)
t 0 0
T=21J,q@dr>=21-q-— (5)

Com a transformacao das variaveis, o sistema de equacdes a ser resolvido é:

o(cd) _ dc 39
aT _q6X+6T

(6)

0 _ 1 . (1—d)-c-
s=AA=¢)cq )

A solucdo destas equacgfes pode ser feita com condigbes de contorno de dois tipos: (1)
Condi¢bes de Newmann, onde oc/oX(L,t)=0, que representa uma condi¢cao de “piping” (eroséo
interna); e (2) Condicdes de Dirichlet, onde c(L,t) = constante, que representa um condi¢cado de
erosao superficial.

Considerando que i e j denotam respectivamente os indices da discretizacdo espacial e
temporal, a forma de diferencgas finitas do sistema de equacdes (6) e (7) é dada por:

[eplij+1—[cdlij  civj—Cij n bij+1—bij

(8)
AT AX AT

bij+1=Pij
— = =2 (1=¢yj) ¢ 9

A permeabilidade k do meio poroso é tomada como fung&o da porosidade, de acordo com a
equacao de Carman-Kozeny, pois neste fenbmeno se admite que a porosidade varia durante o
processo:

3
k=k, (1? o) (10)
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Sendo n« a viscosidade cinematica, (p. — po) o diferencial de presséo e k a permeabilidade, a
vazao é calculada numericamente pela regra de Simpson, utilizando a expressao:

_ qPL=Po/cLpP
q= A—nk /fo —dX (11)

O tempo é calculado numericamente pela regra de Simpson, utilizando a expressao:

=l 12
— 2J0 gq(m) (12)

3. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O modelo de Vardoulakis et al. (1996) foi implementado em MATLAB. A Figura 2 mostra um
pseudocodigo da implementacéo, para condicdes de contorno de Dirichlet. Para condi¢bes de
contorno de Newmann o fragmento do pseudocddigo esta na Figura 3.

% Inicializacdo das variéaveis
% Inicio do processo de célculo
Para j=1:NTF
Para i=1l:nl
DphiDT (i) =(1-phi (1)) *c(i);
phi old(i)=phi(i);
phi (i)=phi (1) +DphiDT (i) *DT;
k(i)=k_zero* (phi(i)"3)/((1.0-phi(i))"2);
FimPara;
phi_t(j)=phi(l);
Para i=1l:nl

% Impde condicdo de Dirichlet, c(L,t) = c_init (5 linhas)
Se i==nl
DcDX=(c_init-c (1)) /DX;
Senao
DcDX=(c (i+1)-c (1)) /DX;
FimSe;

c(i)=c (i) *phi (i) + (DcDX+DphiDT (i) ) *DT;
c(i)=c(i)/phi(i);
FimPara;
Para i=1:nl
ro barra(i)=(1l-c(i))*rof+c (i) *ros;
FimPara;
3 Integra g pela regra de Simpson
PL=Po /(LD
% Para j=1 e 2 integra tempo pela regra do trapézio
% Para j>2 integra tempo pela regra de Simpson
_ 1T dT
=:h
FimPara;
% Apresentacdo dos resultados

Figura 2. Pseudo c6digo da implementacao computacional. Condi¢8es de contorno de Dirichlet.

% Impde condicdo de Newmann, Dc/DX(L,t) = 0
% Fazendo c(nl+l)=c(nl-1) (5 linhas)
Se i==nl
DcDX=(c (nl-1)-c(i))/DX;
Sendo
DcDX=(c (i+1)-c (1)) /DX;
FimSe;

Figura 3. Pseudo codigo da implementacdo computacional. Condi¢des de contorno de Newmann.

17° Congresso Brasileiro de Geologia de Engenharia e Ambiental 4



Uma discussao detalhada sobre o método das diferencas finitas e a imposicao das condi¢des
de contorno pode ser encontrada em Wang & Anderson (1982).

4.,  SIMULACOES

Com o cdédigo implementado foi realizada uma simulagdo considerando condi¢des de
contorno de Dirichlet. Na simulac&o foram considerados os seguintes parametros:

¢ Uma barra de comprimento L = 1m.

e Frequéncia i =10 m™.

e Porosidade inicial ¢ = 0,25.

e Concentracdo inicial c = 104

¢ Diferencial de pressao (p. - po) = 10 MPa.

e Permeabilidade inicial = 27,8 mD.

e Viscosidade cinematica nx = 1,787-10° m?/s (dgua a 0 °C).
e pr=1000 kg/m?, ps = 2650 kg/m3.

e AT=0,01, AX=0,2.

O caso simulado é similar a um exemplo apresentado em Vardoulakis et al. (1996), conforme
pode ser observado nas Figuras 4, 5 e 6. Algumas diferencas nos resultados podem ser notadas,
mas deve ser destacado que Vardoulakis et al. (1996) ndo explicitam os valores adotados para
viscosidade cinematica, massa especifica do fluido e massa especifica dos graos, isto pode justificar
as diferengas.

A Figura 4 mostra a concentra¢do no ponto de saida ao longo do tempo, a concentragédo passa
por um maximo e depois diminui. A Figura 5 mostra a porosidade no ponto de saida ao longo do
tempo, para tempos maiores a porosidade tende a unidade. A Figura 6 mostra a porosidade ao
longo do comprimento da barra, no final da simulagéo.

Os resultados da simulacdo para a condi¢éo de contorno de Newmann (fenémeno de “piping”
ou erosao interna) mostram que para um determinado tempo ocorre um aumento “catastrofico” da
porosidade; esse é o tempo critico, onde se tem uma instabilidade do sistema (Figura 7). Na
simulacdo com as condi¢des de contorno de Newmann foram utilizados os mesmos parametros da
simulagéo com as condi¢Bes de contorno de Dirichlet.
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Figura 4. Concentracdo no ponto de saida ao longo do tempo. Condicdo de Dirichlet.
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Figura 6. Porosidade ao longo do comprimento da barra, no final da simulacdo. Condicdo de Dirichlet.
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Figura 7. Porosidade no ponto de saida ao longo do tempo. Condi¢do de Newmann.

5. SIMULACAO DA RUPTURA DA BARRAGEM DE TETON

A Barragem de Teton teve contrato de construcédo concedido em 1971. O aterro atingiu o topo
em 26 de novembro de 1975. O enchimento do reservatorio foi iniciado em 3 de outubro de 1975.
A barragem rompeu em 5 de junho de 1976. O caso € amplamente documentado na literatura, com
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particular referéncia ao documento do Independent Panel to Review Cause of Teton Dam Failure
(1976).

Investigagbes detalhadas indicaram a possibilidade de uma ruptura por "piping” (erosao
interna) ter sido causada por infiltragéo através de fratura no aterro do nucleo de argila causada por
fraturamento hidraulico ou recalques diferenciais (Seed & Duncan, 1987).

No inicio da manha de 5 de junho de 1976 uma erosao consideravel foi detectada no talude
de jusante da barragem. As fotos apresentadas na Figura 8 ilustram a cronologia do processo
erosivo.

A hipétese de ter ocorrido um faturamento hidraulico no nucleo da barragem, devido a
processos de compactacao de juntas umidas, e a fratura ter se tornado um caminho para a eroséo
€ discutida em Sherard (1987). Um modelo unidimensional de erosdo foi adaptado para esta
situacgao, conforme ilustrado na Figura 9.

(c) Cerca de 11:55 a.m. (d) Inicio da tarde.

Figura 8. Talude de jusante da barragem de Teton, em 5 de junho de 1976 (Independent Panel to Review
Cause of Teton Dam Failure, 1976).
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Figura 9. Modelo de erosado unidimensional. Desenho da barragem adaptado de Sherard (1987).
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O modelo unidimensional representado na Figura 9, possui como parametros:
¢ Uma barra de comprimento L = 150 m.
e Frequéncia A =25 m™.
e Porosidade inicial ¢ = 0,27.
e Concentracdo inicial ¢ = 104
¢ Diferencial de presséo (p. - po) = 0,6 MPa.
e Permeabilidade inicial = 10 mD.
e Viscosidade cinematica nx = 1,004-10° m?/s (Agua a 20 °C).
e pr=1000 kg/m3, ps = 2200 kg/m3.
e AT=0,01, AX=25.

Conforme Sherard (1987) o reservatorio teve enchimento em 7 meses, entre novembro de
1975 e em maio de 1976. Por hip6tese simplificadora se admitiu que o processo erosivo ocorreu
entre primeiro de maio e 5 de junho de 1976. Para um valor de coeficiente A = 25 m, o processo
de erosdo catastréfica ocorre em 3,0516-10° s (aproximadamente 35,3 dias). Este valor do
coeficiente A foi retro analisado. A Figura 10 ilustra o resultado do modelo.

Sob as hipéteses adotadas, este modelo se mostra capaz de explicar o mecanismo de ruptura
da Barragem de Teton. Para aplicagdo do modelo em outros casos seria hecessario estudos mais
detalhado sobre a determinacgéo do coeficiente A.
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Figura 10. Porosidade no ponto de saida ao longo do tempo. Condi¢cédo de contorno Newmann. Modelo para
a barragem de Teton.

6. CONCLUSOES

Neste trabalho foi implementado e testado uma solu¢do numérica unidimensional para estudar
o fendbmeno de erosdo em meios porosos foi apresentado. O modelo desenvolvido considera uma
fase solida, uma fase fluida e uma fase de particulas sdlidas fluidificadas. A implementacao
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computacional em diferencgas finitas da solugdo do modelo foi realizada com sucesso, vistos que 0s
resultados obtidos séo similares aos encontrados na literatura.

A solucdo do modelo com condicdo de contorno de Dirichlet representa uma situacdo de
erosao superficial. Para esta condi¢éo de contorno a concentracdo de particulas no ponto de saida
passa por um maximo e tende a reduzir com o tempo. A porosidade no ponto de saida aumenta e
tende ao valor unitario de forma assintética. O perfil de porosidade no final da simulagdo possui
valores maiores proximos a saida e de forma suave tende ao valor inicial na outra extremidade do
modelo. Este padrdo de resultados foi encontrado nas simulacdes estudadas, conforme esperado,
atingindo assim o objetivo geral do trabalho.

A solucdo do modelo com condi¢do de contorno de Newmann representa uma condicdo de
“piping” (eroséao interna). Com esta condi¢ao de contorno apds ocorre um aumento “catastréfico” da
porosidade. O parametro escalar A da lei de evolucdo da porosidade define o referido tempo
aumento “catastréfico” da porosidade. Este tipo de condigdo de contorno foi utilizado na modelagem
da Barragem de Teton.

Finalmente, o modelo proposto foi utilizado para explicar o processo de ruptura por "piping"
da barragem de Teton. Um valor do parametro escalar A foi retro analisado para explicar o processo
de ruptura da barragem. Os resultados mostraram que, dentro das hipoteses adotadas a solucao
proposta conseguiu explicar de forma satisfatéria o fendémeno de erosdo ocorrido na referida
barragem. A modelagem permite uma explicacdo quantitativa para o processo de ruptura,
respondendo desta forma ao objetivo especifico do trabalho.
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